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Abstrakt Polynomické funkcie nad koneénym telesom Galoisovym st zdkladom nového pristupu k rieSeniu problematiky
logického riadenia technologickych procesov s vyuZitim procesorovych systémov. PredloZeny ¢ldanok popisuje SW prostried-

ky pre vycislovanie polynomickych funkcii.

Summary The polynomial functions of the Galois” finit field make up the base of original access to the solution to area logic
control of technological processes with of the exploitation puP systems. This article describes SW ways and means for

determination of the polynomial function.

1. UVOD

V préci [1] bolo poukdzané na moZnosti nového
pristupu k rieSeniu problematiky kone¢nych automa-
tov pre logické riadenie s vyuzitim pP radicov. Jed-
nym z pozitivnych dosledkov takéhoto pristupu sa
ukdazala moznost vyuZitia teoretickych zaverov na
tvorbu jednotnej, univerzdlnej programovej Sablény
kone¢ného automatu. Od takéhoto pristupu sa o.i.
ocakdva zniZenie pracnosti navrhu kone¢ného auto-
matu a tieZ zvySenie Citate'nosti programového rie-
Senia.

Ako moZné rieSenie takejto tlohy je v praci [2]
predloZena funkénd schéma konec¢ného automatu
zaloZend na vyuZiti Specidlneho pojmu modernej
algebry — polynomickej funkcie.

2. POLYNOMICKA FUNKCIA

Polynomicku funkciu je mozné skonStruovat’ nad
algebraickou  Struktirou, kone¢nym  telesom
Galoisovym  GF(p?), ktorého prvkami st
polynomické formy konecného stupna g-/
s koeficientami s unitdlneho  podtelesa  GF(p)
celociselnych prvkov, zvySkov po deleni celych ¢isel
vhodnym prvo-¢iselnym modulom p. Inymi slovami:
Teleso GF(p?) je koneénym rozSirenim unitdlneho
telesa GF(p), ktoré tvori podteleso telesa GF(p?),
pricom toto roz-§irenie je generované vhodnym
prvkom z GF(p?), ireducibilnym polynémom stuptia
q. Hovorime Ze kazdé takéto kone¢né teleso GF(p?)
ma kone€nd prvociselni charakteristiku p, pricom
ide o roz§ire-nie stupna ¢, ktoré ma rad n = p*.

Zddraznime, Ze v naznaCenom pripade ide o Spe-
cifickd algebru, ktord pracuje s polynomickymi for-
mami, teda prvkami si polynomické formy tvaru

a8 +ag 7+ L +an 8 +aeta, (1)

kde
a; celociselné koeficienty z unitdlneho telesa
GF(p), t.j. z mnoZiny {0 — p-1},
¢ neurCitd polynomickej formy.

Pri vypoctarskych operaciach ako operandy su
podla drnosti operdcii brané jednotlivé prvky, t.;j.
jedna, dve alebo viaceré polynomické formy
z GF(p?) a ako vysledok vypoctu je novd, vyslednd
polynomickd forma z GF(27). Polynomické formy
teda nevycislujeme, neurcujeme hodnoty polynémov
nema preto v tejto etape zmysel uvazovat' o hodno-
tch neurcitej e.

V uvddzanej algebraickej Struktire polynomicka
funkcia definuje priradenie

¥ =Q(), (2)
kde

& je neurdita z telesa GF(p%),

Q je funkény predpis z telesa GF(p?),

Y je funk&nd hodnota polynomickej funkcie,

prislichajica argumentu &

Prvkami uvaZzovaného telesa st polynomické for-
my, ktoré svojimi celo¢iselnymi koeficientami defi-
nuju usporiadané g-tice prvkov. Pri vol'be charakte-
ristiky p = 2 koeficienty polynomickych foriem
z GF(27) a teda i prvky usporiadanych g-tic sd ¢isla
0,1 € GF(2).

Da sa ukdzat, Ze obecné vyjadrenie polynomic-
kej funkcie skonStruovanej nad definovanym tele-
som GF(2%) ma tvar

AL®ET®ALRETTD...OABREDA, (3)

kde
A; koeficienty z GF(27) $pecifikujtice konkrétnu
polynomicki funkciu,
n rad rozSirenia.
Naznacené algebraické operacie ,, @ “a,, ® “ s
operécie stétu a sicinu v telese GF(27) nad polyno-
mickymi prvkami z tohto telesa a mocnina

E=EQE®...QE 4)

- —
1 - krat
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Zikladnym predpokladom praktického vyuZitia
naznaceného pristupu je implementicia vypoctovych
operécii v telese GF(27) nad polynomickymi prvka-
mi z tohoto telesa, ale tieZ efektivny algoritmus ge-
nerovania hodndt polynomickej funkcie.

RieSenie prvej ulohy, totiZ implementicia vypoc-
tovych operdcif v telese GF(27) nad polynomickymi
prvkami ztohoto telesa je dokumentované v préci
[3], kde na baze podrobnej Specifikicie algebraickej
Struktiry st definované poZadované algebraické
operacie, ale najmi je poukdzané na vhodnu repre-
zentaciu prvkov telesa pre aplikiciu v procesorovom
systéme. V suvislosti s definiciou uved’'me najskor
zavedenie aditivnej operdcie @ z GF(27), totiZ sicet
dvoch polynomickych foriem

Y a.g @ )y b. g = Y c. & 5

kde vysledkom sti¢tu dvoch I'ubovolnych prvkov
z GF(27) je opit’ polynomicka forma z GF(27), pre
ktoru plati

ci=a;+b; mod 2, 6)

pricoma;, b;, c; € GF(2).

LCahko sa dd overit, Ze nulovym prvkom
v GF(2) je polynomickéd forma s a; = 0 pre vsetky
i € {0 =q - 1}). Rovnako l'ahko sa da overit, Ze ku
kazdému prvku & z GF(29) existuje opacny prvok
- & z GF(2Y) taky, Ze plati

E@(-8)=0. (7)

Analogicky je zavedend multiplikativna operdcia
® z GF(2), totiz st¢in dvoch polynomickych fo-
riem

Y a.e ® ) b &' = Y c. € 8)

Nasobenie prebieha ako obvyklé ndsobenie
dvoch polynémov s koeficientami z GF(2), pricom
ziskany vysledok musi byt deleny zvolenym ireduci-
bilnym polynémom, aby vyslednd polynomicka for-
ma spadala do GF(27). Jednoducho zavedieme jed-
notkovy prvok v GF(2) ako polynomickd formu s
a;=0prevsetky i € {I =g - 1} s vynimkou a, = 1.

Pre vypoctové operdcie sa da overit’ platnost’ za-
kona komutativneho, asociativneho i distributivne-
ho. Z tohoto hl'adiska teda ide o obvykld algebraickd
Struktdru.

Délezitym krokom, umoZiujicim bezproblémo-
vé praktické vyuZitie je rieSenie reprezenticie prv-
kov telesa pre aplikdciu v procesorovom systéme.
Zavedenie prvkov uvaZzovaného al gebraického systé-
mu uddva vzt'ah (1). PouZity zapis najméi v stvislosti
s vyuZitim procesorovych systémov je vSak nevhod-
ny. Pri zachovani vSetkych relevantnych informécii

je mozné symboliku zodpovedajicim spdsobom
upravit’. V prvom rade je zrejmé, Ze v ramci daného
telesa GF(27) je Struktira polynomickych foriem
podla vztahu (1) pevnd, nemennd. Je totiZ stupen
rozSirenia g zadany pevny parameter, ktory udava
pevnd dizku polynomickych foriem i rozsah expo-
nentov neurcitej polynomickej formy. Za tychto
okolnosti sa jednotlivé prvky vzijomne liSia iba
hodnotami koeficientov pri jednotlivych mocnindch
neurcitej polynomickej formy. Je preto mozné kazdy
prvok telesa jednozna¢ne urcit’ usporiadanou g-ticou
koeficientov

aq-]» aq-Zs ----- a, 4y, dy, (9)

nadobudajucich iba hodnoty 0, 1. Z praktického hla-
diska je takyto spOsob reprezenticie prvkov telesa
mimoriadne vhodny prave pre aplikicie v procesoro-
vych systémoch. Z hl'adiska teoretického tento krok
mozeme oznait ako bijekciu mnoziny prvkov
podla (1) na zodpovedajicu mnoZinu g-bitovych
slov v pamiiti procesora.

V naznaCenom zloZkovom vyjadreni je okrem
znalosti hodnoty kazdého koeficienta dblezitd expli-
citnd informdcia o jeho pozicii v slove, t.j. urCenie,
pri ktorej mocnine neurcitej polynomickej formy
stoji. Toto riesi obvykly pozi¢ny zdpis ¢isla v dvoj-
kovej sustave

3128 + 235297 + .+ 22" +2p.2° (10)

Vycislenim vdhového vyjadrenia kazdej zlozky
skonvertujeme dvojkové ¢islo podl'a (10) na neza-
porné celé cislo vo zvolenej Ciselnej sustave, ob-
vykle desiatkovej, ¢im obdrZime tzv. dekadicky
ekvivalent, ktory pri sprdvnej interpreticii moze
tvorit' jednoduchi a jedno-jednoznacnd reprezenta-
ciu prvku z GF(27). Totiz, kazdy konkrétny prvok
z GF(27) moZno naznaenym spésobom jednoznacne
previest na prislichajiuci dekadicky ekvivalent
a naopak, kazdy takyto dekadicky ekvivalent mozno
jednoznacne zapisat' v tvare (10), z ktorého mozno
extrahovat’ g-ticu koeficientov, dovolujicu pdvodny
zéapis prvku v tvare (1). NaznaCend tvaha dovol'uje
deklarovat’” prvky telesa GF(p?) ako jednoduchy,
integralny datovy typ. Pre takyto pripad je nutné
interpretovat’ vypoéty na operacie nad integralnymi
typmi.

Na zdklade predchddzajuicich poznatkov méZeme
zhrndt, ze [A, @, ®, 0, 1], kde A = {0, 1, 2, 3,
..... g-1} je mnoZina celych cisel, je celociselny
algebraicky systém. Bindrne operécie stuctu a sic¢inu
v celocCiselnej (ekvivalentovej) reprezentacii prvkov
su osobitymi aritmetickymi operdciami nad vybra-
nymi celymi c¢islami. Realizdcia tychto operdcii
vyplyva z defini¢nych polynomickych vztahov (5) a
(8).

Praktickému vyuZivaniu popisovanej algebry
okrem zlozitosti definicie brdni najmid vypoctarska
ndro¢nost’, Co v stcasnosti mozno eliminovat’ imple-
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mentdciou operacii do programového vybavenia po-
¢itacov obvyklou uzivateI'skou definiciou funkcie.

@ —— @ —

a) b)
Obr. 1. Zndzornenie realizdcie siictu a sucinuv GF(29).

Fig. 1. Representation of the realisation of the addition
and multiplication in GF(29).

Ndazorna predstava o realizdcii zdkladnych bindr-
nych opericii je vytvorend na obr. 1 a, b, kde bloky
® a ® reprezentuju programové procedury typu
funkcie dvoch premennych &, & , z GF(27). Fungo-
vanie tychto procedir mozno — s prihliadnutim na
pouZiti reprezentdciu prvkov telesa GF(27) — sfor-
mulovat’ do nasledujtcich algoritmov:

a. Algoritmus siuctu. Po prevzati oboch scitancov
musi v prvom rade prebehnit’ konverzia ich jed-
noduchej celoc¢iselnej reprezentdcie do usporiada-
nych g-tic koeficientov a,.;, a 2, ... a,, a;, dy,
resp. by, byo, ... b, b;, by. Na tomto zaklade
mozno realizovat’ sucet v zmysle uvadzaného
vztahu (5), resp. (6). Po ziskani g-tice koeficien-
tov vyslednej polynomickej formy tito spitnou
konverziou prevedieme na vysledok celociselné-
ho typu.

b. Algoritmus sicinu. Analogicky aj v tomto pripade
musi prvotne prebehnit konverzia jednoduchej
celociselnej reprezenticie vstupnych parametrov
do usporiadanych g-tic koeficientov a,.;, ag.2, .....
ap, aj, dp, resp. bq_/, bq_g, ..... bz, b/, b(). Na tomto
zdklade mozZno realizovat’ siéin operandov po
bitovych zlozkich, s reSpektovanim pravidiel
algebry modulo 2. Po jeho vypocte sa ur¢i zvySok
po deleni prisluSnym ireducibilnym polynémom.
Po ziskani koeficientov vyslednej polynomickej
formy tito spitnou konverziou prevedieme na vy-
sledok celo¢iselného typu.

Pre efektivne vycislovanie polynomickych funk-
cif podla vztahu (3) je tcelné zdkladné bindrne ope-
racie doplnit’ undrnou operaciou umociiovania. Al-
goritmus tejto operdcie v zmysle definicie (4) v plnej
miere vyuziva operaciu sucinu.

Naznacené algoritmy v prostredi VBA pre Excell
realizuju funkcie

PolySucet(&; As Long, & As Long, q As Integer)
PolySucin(&; As Long, & As Long, q As Integer)
PolyMocnina(& As Long, e As Integer, q As Integer).

V oboch pripadoch ide o programové procediry
s ndvratovou hodnotou, ktord je celo¢iselnou repre-
zentdciou vysledku. Ako vstupné parametre su priro-
dzene pozadované dva operandy &;, &, resp. jeden
operand £a to v celogiselnej reprezenticii. Naviac je
poZadovany exponent e a stupeil rozsirenia ¢, ktory
konkretizuje teleso GF(27).

Specifikdcia nuldrnych a undrnych operécii ako
je vyznaCenie nulovych a jednotkovych prvkov je
trividlna, opaéné a reciproké prvky pre zamyslané
ulohy nie st nutné. Je preto, s prihliadnutim na plat-
nost’ zakonov komutativneho, asociativneho a distri-
butivneho rozsah implementicie algebraickych ope-
récii pre pracu s polynomickymi formami v prostredi
PC pre pozadované aplikicie postacitelny.

Existencia vysSieuvedenych zdkladnych algebra-
ickych operdcii s polynomickymi prvkami z GF(2)
umoziiyje vycislovanie polynomickych funkeii,
ktoré spociva v nasledujticich krokoch:

-Prevzatie aktudlnej hodnoty neuréitej & ztelesa
GF(2"), ktord reprezentuje vstupni hodnotu pre
polynomickii funkciu.

-Prevzatd hodnota je postupne umoctiovana az do
stuptia n-1, kde n = 27 je rad rozsirenia unitdlneho
telesa. V zmysle definicie I'ubovolnej i-tej mocni-
ny je zrejmé, ze ziskané vysledky si opdt” hodno-
ty z GF(29).

-Kazda i-td mocnina, i € (0 + n-1) () je ndsobend
prislusSnym koeficientom z mnoziny {A,, Ay,
... A1, Ao} Specifikujicej konkrétnu polynomickd
funkciu. V zmysle definicie I'ubovolného sicinu
je zrejmé, 7e ziskané vysledky st opit’ hodnoty
z GF(29).

-Jednotlivé sticiny vytvarajd sucet. V zmysle defini-
cie suctu je zrejmé, ze ziskané vysledky st opit’
hodnoty z GF(29).

-Hodnota vysledného suctu z €iastkovych scitancov
v pocte n je celociselnou hodnotou polynomicke;j
funkcie.

Popisany algoritmus moZno jednoducho realizo-
vat’ pomocou funkcie

PolyFn(& As Long, q As Integer) As Long.

Tejto funkcii treba v inicializacnej fidze poskyt-
nit’ n-ticu (n = 27) koeficientov Ay, A;, .... Ay A
Specifikujicich konkrétnu polynomickud funkciu. Na-
sledne jej mbZe byt poskytnutd hodnota neurcitej &,
spolu s explicitne vyjadrenym stupfiom rozsirenia g.

V sulade s upravenym defini¢nym vzt'ahom

(((A®A ®EDA,B®END...) (a1

je do vynulovaného pomocného sumac¢ného akumu-
latora funkciou PolySucet pripocitany koeficient Ay.
Dalej je volanim funkcie PolySucin vytvoreny siéin
hodnoty neurcitej £ a koeficienta A;. Ziskany vysle-
dok je funkciou PolySucet pripocitany do sumacné-
ho akumuldtora. V nasledujicom kroku funkcia
PolyMocnina vytvori druhii mocninu hodnoty neur-
Citej & ktord je ndsledne funkciou PolySucin ndsobe-
nd koeficientom A, a takto pripocitand funkciou
PolySucet do suma¢ného akumuldtora.

Vypocet pokracuje striedavym volanim funkcii
vytvdrajicim mocniny hodnoty neurcitej &, ich stdi-
ny s prislichajicimi koeficientami Specifikujicimi
konkrétnu polynomickd funkciu az do ziskania vy-
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sledného suctu v sumacnom akumuldtore. Tento je
vriteny ako celociselnd reprezentdcia hodnoty poly-
nomickej funkcie.

3. ZAVER

Polynomické funkcie nad kone¢nym Galoisovym
telesom si zdkladom nového pohladu na rieSenie
problematiky logického riadenia technologickych
procesov. Praktické vyuZivanie popisovanej zloZitej
algebry s vypoctarskou naro¢nost'ou je v stcasnosti
umoznené implementdciou prisluSnych operécii do
programového vybavenia pocitacov.
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