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KVANTOVE STRUKTURY A TEORIA KATEGORII{
QUANTUM STRUCTURES AND CATEGORY THEORY

Roman Fri¢
Matematicky uistav SAV, GreSdkova 6, 040 01 KoSice

Abstrakt Tedria kategorii, jej postupy a konStrukcie si vhodnymi nastrojmi na skimanie kvantovych Struktir
a zovSeobecnenej pravdepodobnosti. Cielom tohto ¢lanku je demonstrovat’ uvedend tézu na viacerych prikladoch a tieZ

podnietit’ d’alSie badanie v tejto oblasti.

Summary The methods and constructions of category theory are suitable tools for studying quantum structures and
generalized probability. The aim of the present paper is to support our claim via several examples and to motivate fur-

ther research in this area.

1. UVOD

V literatire je mozné ndjst pomerne vela matema-
tickych Struktir, ktoré modeluji rdézne pravdepodob-
nostné javy a deje kvantového i fuzzy charakteru, spo-
mefime len [1], [2], [3], [4] [5], [6], [7], [8], [9], [10],
[11], [12]. Patria sem napriklad Booleove algebry, kvan-
tové logiky, MV-algebry, efektové algebry, D-posety.
Ich vlastnosti a vzijomné vztahy si predmetom mno-
hych ¢lankov a viacerych monografii. Pri popisovani
jednotlivych Struktir a ich vzdjomnych vztahov sa Casto
zachddza do detailov a s narastajicim mnoZstvom zave-
denych pojmov a dokdzanych viet (aj v dosledku nie
vZzdy vhodnej a konzistentnej terminolégie) akoby sa
strdcala podstata. V nasledujicom texte sa pokisime
formulovat’ niektoré vSeobecné postupy a konStrukcie,
ktoré sa opakovane vyskytuji v réznych pracach a mali
by viest k zovSeobecneniam i vytvoreniu vhodnejsej
terminoldgie a prisluSnej tedrie. Prirodzene, budeme
vychddzat’ z analyzy toho, ako sa pri skimani spomina-
nych Struktdr a ich vyuZivani v pravdepodobnosti beZne
postupuje. Aby sme sa (predCasne a zbytoCne) neza-
plietli do nezmyselnych $pekulécii typu ,,Co bolo skor
vajce, Ci sliepka?, bez ohladu na priority zostavime
z hl'adiska budovania modelu zovSeobecnenej pravde-
podobnosti zoznam klI'icovych pojmov a principov.
Vzhl'adom na sucasny stav v problematike o¢akidvame,
Ze podnieti rozsiahlejSiu odbornd diskusiu. Pojmy i prin-
cipy vysvetlime na prikladoch a podl'a moZnosti vyuZi-
jeme pri modelovani kvantovych Struktir. Zaver tvori aj
niekol’ko ndmetov pre d’alSie badanie.

Za&neme klasickym (kolmogorovovskym) modelom
(Q,S, p). Mnozinu Q tvoria elementirne javy, ktorych
vyznam a Ulohu analyzoval napriklad J. Lo$§ v préci
[13]. Systém S podmnozin € je modelom pravdepo-
dobnostnych javov. Principidlnou Crtou syst¢ému S sd
operdcie sjeho prvkami (konjunkcia, disjunkcia, kom-
plementicia). Ide o Booleovu algebru a (©,S) je vlast-
ne konkrétna reprezentdcia prisluSnej Booleovej algebry
javov. Ked’ze (nekone¢nd) Booleova algebra moéze mat
rozne reprezenticie, hned’ sa nastol'uje otizka volby
a tlohy mnoZiny elementdrnych javov. Napriklad, mo-

Zeme sa pytat’ na dosledky, ktoré ma volba @ na vlast-
nosti modelu (,S, p). Dal§im zdkladnym pojmom je
pravdepodobnost’ p. Je to funkcia na javoch, ma vlast-
nosti objemu a ¢iastone zachovdva operdcie s javmi.
Existuje viacero interpretacii pojmu pravdepodobnost
javu (¢im vicsia pravdepodobnost’ javu, tym je jav me-
nej prekvapivym, viac beZnej$im, priniSa menej novych
informécii, ¢i sa dokonca CastejSie vyskytuje), ale my sa
tejto otdzke nebudeme venovat. Budeme sa skor veno-
vat’ technickym otdzkam, napriklad vzajomnym vzt'a-
hom pravdepodobnostnych mier a javovych poli a tomu,
ako ndm tieto vztahy pomihaji vo vybere vhodnych
matematickych kategérii, t.j. objektov a morfizmov.
Pojem ndhodnej veli¢iny bude mat v naSich dvahich
kPicovy vyznam. Definuje sa ako zobrazenie Q do
realnej osi R, ktoré je merateI'né vzhladom na S a bore-
lovské podmnoziny B(R) reélnej osi. Ide o zdanlivo
mdalo hovoriacu definiciu, no v skuto¢nosti predstavuje
sposob konStrukcie pravdepodobnostnych priestorov
typu (R,B(R),p) a zhladiska teérie kategérii vlastne
morfizmus, a teda vobec najdodleZitejSiu vec! Pozname-
najme, Ze kazdd ndhodnd veliCina vytvdra zobrazenie
B(R) do S (nazgva sa pozorovatelnou) a d’al§ie zobra-
zenie (nazyva sa distribiciou), ktoré kaZzdej pravdepo-
dobnostnej miere na S priradi pravdepodobnostni mieru
na B(R). Tieto dve zobrazenia maji vzdjomne dudlny
charakter a st z hladiska tedrie kategorii velmi zauji-
mavé. Ako uvddza M. Loeve v [14], hlavnym objektom
pravdepodobnosti si ndhodné funkcie (systémy ndhod-
nych veli¢in) — vlastne ich vhodné triedy ekvivalencii.
Z hladiska tedrie kategorii ide o novi kategdriu, v kto-
rej sa objektmi stdvaji vhodné morfizmy povodnej ka-
tegérie. Ukazuje sa, Ze aj dalSie modely pravdepodobnos-
ti moZno popisat podobnym spdsobom. Prirodzenymi
kandiddtmi do ndSho zoznamu pojmov su: systémy ja-
vov — su to vhodné algebrické Struktiry (javy a operdcie
s javmi), d’alej pravdepodobnosti na javoch — si to
zobrazenia zjavov do intervalu [0, 1], ktoré Ciastocne
prevadzaju opericie sjavmi na operdcie s ¢islami a na-
koniec sd to pozorovatelné (Ci ich systémy), ktoré
umoziuji prechod od jedného systému javov ku inému
systému javov. Na zozname principov bude na prvom
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mieste hl'adanie vhodnych karegorii, t. j. objektov a mor-
fizmov medzi objektmi. Dal3ie principy uvedené v Gasti
2 naznacujd, ako budeme postupovat pri zovseobec-
tovani klasického modelu.

Vzhl'adom na rdéznorodost modelov pravdepodob-
nosti bude vhodné pracovat’ s viacerymi kategériami
a pomocou funktorov Studovat vztahy medzi nimi.

2. ZOZNAM POJMOV

2.1 Javy a operacie s javmi

O stochastickych dejoch ziskavame informécie po-
mocou experimentov. Rovnako ako v klasickom pripa-
de, tak aj pri ich zovSeobecneni hl'addme nejaké opera-
cie sjavmi, ¢o by umoziovalo komplexnejSie skimat’
dany dej pomocou zloZenych vyrokov o vysledkoch ex-
perimentov. Trividlne potrebujeme isty a nemozny jav,
ale voc¢i klasickym booleovskym operdcidm mdZeme
uvaZovat' aspofi o dvoch zovSeobecneniach: opericie
sjavmi mdZu byt Ciastocné a samotné javy mdZu mat
fuzzy charakter.

Aby sme mohli pracovat’ s javmi, tak ich reprezentu-
jeme prostrednictvom vhodného systému atribitov. V kla-
sickom pripade jav reprezentujeme ako charakteristickd
funkciu, ktord nadobida hodnotu 1 na mnoZine tych
atributov (elementdrnych javov), ktoré jav ma a nadobu-
da hodnotu 0 na mnoZine tych atributov, ktoré jav nema.
Podla J. Losa v [13] zaciname s nejakym stiborom za-
kladnych javov, tieto reprezentujeme a doplnime na
pole (¢i o-pole), vSetko vzhladom na zvoleny systém
atributov (ultrafiltrov ¢i elementarnych javov; atribity
ako vhodné spolocné vlastnosti zdkladnych javov ,,za-
bezpecuje* experimentator). Teda zaneme
s mnoZinou 2, nejakym systémom S, jej podmnoZin
aten doplnime na generované pole ¢i o-pole S. Takto
utvorené pole javov S je uzavreté vzhladom na boole-
ovské operdcie. Pri zovSeobectiovani zaneme so zi-
kladnym sdiborom S, fuzzy podmnoZinQ, priC¢om
hodnota kazdého atribitu daného javu je vyjadrend
¢islom z intervalu [0, 1], ktoré uddva, ako silne jav tento
atribut ma. Podl'a zvoleného typu modelu zovSeobecne-
nej pravdepodobnosti sa operdcie v rdmci jedného atri-
butu riadia urcitou logikou (napriklad tukasiewiczov-
skou) azdkladny systém javov S, doplnime na
minimdlny systém vSetkych javov S, ktory je uzavrety
na zvolené Ciastocné operdcie (napriklad v D-posetoch
¢i efektovych algebrach) ¢i tplné algebrické opericie
(napriklad v M'V-algebrach). Nase javy potom zdvisia od
zvolenej mnoZiny atribitov Q od zvolenej logiky tychto
atribuitov a od zvolenych operacii sjavmi. Takito kon-
Strukcia javov je charakterizovand tzv. kogenerdtorom
(v klasickom pripade Booleovou algebrou {0, 1}, pri
zovSeobecneni napr. intervalom [0, 1] s vhodnou Struk-
tirou: tukasiewiczovskou v pripade MV-algebier ¢i dife-
rencnou v pripade D-posetov), ktory popisuje logiku
atributov a kategériou, v ramci ktorej kogenerator vyge-
neruje systém vietkych javov S. Dalsie podrobnosti

Citatel’ ndjde v Casti 2.3 pod heslom evalua¢nd kateg6-
ria.

2.2 Pozorovatel’né

V klasickej pravdepodobnosti sa pojem pozorovatel'nej
explicitne nezavddza. Nech f je ndhodnd veli€ina, t.].
zobrazenie  do R také, Ze pre kazdu borelovsky mera-
tePnd podmnozinu B je f<(B)={we Q;f(w)e B}
(teda jej vzor) S-merateI'nou mnoZzinou. Takto dostdva-
me zobrazenie javového pola B(R) do javového pola
S. PretoZe toto zobrazenie zachovdva mnoZinové opera-
cie (vzor zjednotenia je zjednotenim vzorov, vzor do-
plnku je doplnkom vzoru a podobne), je to vlastne boo-
leovsky homomorfizmus. Toto je zdvazny fakt!

Obrazom javového pola B(R) je javové podpole
£<(B(R)) javového pola S a f< zabezpeluje (Sasto
netiplny) prenos informacii medzi tymito poliami javov.
Napriklad, ak p je pravdepodobnost’ na S, tak kompozi-
cia pof < je pravdepodobnostou na B(R). Pritom ak
£<(A)= £ (B), tak pre kazdi pravdepodobnost’ p na
S samozrejme plati plf < (4))= plf <(B)). Mozno po-
vedat, 7e £ je akymsi informadnym kandlom, ktory
transformuje pravdepodobnosti na S na pravdepodob-
nosti na B(R). S tym stivisi aj problém izomorfizmu &i
ekvivalencie pozorovateI'nych (ako informac¢nych kana-
lov). Ak pracujeme len s jednou pozorovatelnou f <,
tak zdlezi len na f < (B(R)) a na ziZeni p na toto pole.
Ak pracujeme s viacerymi pozorovateInymi f,,re T,
tak zdlezi na poli S a jeho prislusnych podpoliach.

Vzhl'adom na to, Ze kazdd ndhodna veliCina f vytvdra
pozorovatelnd f <, prirodzene vznikd otdzka, za akych
predpokladov mozno kazdy homomorfizmus /4 typu
pozorovatelnd reprezentovat’ ako f pre nejakd na-
hodnd veli¢inu f. Odpoved’ je naznaCend v Casti 3.3.
Podrobnosti mozno ndjst’ v pracach [15] a [16].

2.3 Pravdepodobnost’

V klasickom pripade ma pravdepodobnost’ p na poli
S odlind povahu ako zobrazenie typu f . Naozaj, p
zachovava operdcie sjavmi len ciastoCne: aditivitu
p(AUB)= p(A)+ p(B) vyzadujeme len pre disjunktné
javy A a B. Zavedenie D-posetov (¢i ekvivalentne efek-
tovych algebier [17]) umoZiluje vystihnit' podstatu: sta-
¢f axiomatizovat’ diferenciu (od¢itanie B od A len v pri-
pade ak B je obsiahnuté v A) aod p staci pozadovat
subtraktivitu: p(A\B)= p(A)— p(B) v pripade, Ze B je
obsiahnuté v A. Takto je moZné pole javov povazovat
za Specidlny D-poset a pravdepodobnost’ za Specidlnu
subtraktivnu funkciu. V D-posetoch sa potom aj zobra-
zenia typu f <, aj pravdepodobnosti stdvajd morfizma-
mi (zachovdavaju diferenciu a nuldrne operacie, t. j. kon-
Stanty). To je naozaj systémovy krok. Na jednej strane
aj slabSie poziadavky (subtraktivita miesto aditivity) na
mieru zaruc¢uju, Ze pravdepodobnost’ v pripade klasic-
kych mnozinovych poli ostiva pravdepodobnostou, ale
pravdepodobnost’ ako ndstroj na vyjadrenie neurcitosti
ana pocitanie s fiou sa ,legalizuje” v rdmci kategoridl-
neho jazyka. Toto umozZiluje vyuzivat aparit teérie ka-
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tegérii v podstatne vicsej oblasti tedrie pravdepodob-
nosti nez doteraz. To sa samozrejme tyka aj klasického
pripadu, aj pripadu zovSeobecnenej pravdepodobnosti.
Dal3fm systémovym krokom je ddsledné uplatiiova-
nie mnoZiny P vSetkych pravdepodobnosti na danom
poli javov ako ,.arbitra®. Napriklad dva javy, ktoré ne-
mozno rozlisit pomocou Ziadnej pravdepodobnosti, by
sa mali stotoznit’ (tito zdsada je explicitne formulovana
napriklad D. Foulisom v praci [4]). Rovnako, postupnost’
{A,,} javov by mala kanonicky konvergovat’ k javu A
prive vtedy, ak p(A)=1lim p(A,,) pre kazdu pravdepo-
dobnost’ p na danom poli javov. Tato konvergencia sa
ukazuje naozaj ako kanonickd. Ako uZ pred mnohymi
rokmi navrhoval J. Novak v praci [18], c-aditivitu prav-
depodobnostnych mier moZno nahradit’ sekvencnou
spojitostou voci tejto kanonickej konvergencii a pri zo-
vSeobecneni na fuzzy javy vlastne sekvencnd spojitost’
miery je garantovand Lebesgueovou dominantnou kon-
vergencnou vetou. Podrobnosti moZno ndjst v pracach
[19] a [20]. Bude o tom blizSie pojednané v Casti 3.4.

2.4 Objekty

Z toho, ¢o sme doteraz uviedli, rysuju sa tri nasledu-
juce atributy objektu podstatné v tedrii pravdepodobnosti:

1. objekt je tvoreny javmi ana javoch si vhodné
operacie;

2. existuje vhodny jednoduchy objekt ako zdkladny
stavebny kamen a ostatné objekty sui zneho utvorené
nejakym kanonickym spdsobom;

3. pre kazdy objekt existuje dostatocne vel'a stavov,
ktoré rozlisSuju javy.

Je nutné zdoraznit’, Ze prave tedria kategérii umoz-
fluje zabezpecit takéto atribity pomocou jednoduchej
kanonickej konStrukcie. Podla prvého atribuitu budeme
hladat’ vhodnu algebrickd Struktiru a podla druhého
atribitu prislusny jednoduchy objekt — kogenerator.
Systém pripustnych zobrazeni z objektu javov do koge-
nerdtora vytvori projektivny kuZel' nad objektom a po-
mocou kuZzela prenesieme do javov vSetko podstatné
ako inicidlnu Struktiru. V pripade kolmogorovovského
modelu bude kogenerdtorom dvojprvkovd Booleova
algebra {0, 1}, projektivnym kuZel'om bude systém boo-
leovskych homomorfizmov do {0, 1} — tie budd repre-
zentovat’ elementdrne javy a pomocou nich aj rozliSime
javy. Objektmi budu v tomto pripade mnoZinové polia —
st to podobjekty mocnin kogeneratora {0, 1}. Ako sme
naznacili, interval [0, 1] ako kanonicky D-poset je vy-
hodnym zovSeobecnenim kogeneratora {0, 1}, pritom
interval [0, 1] kogeneruje zovSeobecnené javové polia,
ktoré modeluju zloZitejSie pravdepodobnostné deje. To
poukazuje na potrebu upustit’ od dvojhodnotovej logiky
a pripustit’ fuzzy logiku.

Zdanlivo t'azSie je upustit’ od jedinej zdkladnej prav-
depodobnosti p v kolmogorovovskom modeli (€, S, p).
MozZnym rieSenim je rozumiet’ pod objektom javy spolu
s vhodnym projektivnym kuZelom z objektu javov do
kogeneratora. V tomto klasickom pripade kogeneratorom
bude interval [0, 1] a kuZel’ bude pozostiavat’ z dvojhod-

notovych mier (reprezentyjicich body mnoziny Q)
a zvolenej pravdepodobnosti p. Extrémnym pripadom
bude meratel'ny priestor (€,S) bez zvolenej pravdepo-
dobnosti p a inym extré mnym pripadom budu javy spo-
lu s kuZelom vSetkych pravdepodobnosti! Toto rieSenie
by umoziiovalo aj vhodne zovSeobecnit’ pojem ndhodnej
veli¢iny ako informa¢ného kandla medzi kuZzel'mi danych
dvoch objektov a pojem pozorovatel'nej ako informac-
ného kandla medzi javmi dvoch objektov s kompatibil-
nymi kuZel'mi. V zdverecnej Casti tohto ¢lanku spome-
nieme kategoridlnu konstrukciu, pomocou ktorej sa
morfizmy jednej kategérie prevedd na objekty novej
kate gérie.

2.5 Morfizmy

Jednozna¢nym kandiddtom na morfizmus je nieco, ¢o
formalizuje spominany informaény kandl medzi objekt-
mi. V klasickom modeli prichddza do dvahy meratel'né
zobrazenie f z priestoru (Q,S, p) do priestoru (,T,q),
ktoré ,zachovdva mieru“, t.j. g¢(A)= pC‘“(A)) pre
vSetky Ae T. AvSak predmetom zdujmu klasickej prav-
depodobnosti st ndhodné veli¢iny a ndhodné funkcie,
t. j. & je nejakd mocnina redlnej osi, T su prislusné bore-
lovské mnoziny a g je prislu$nd distribu¢na pravdepo-
dobnost’. To by mohlo viest’ k priliSnému ochudobneniu
tedrie (ak = nie je mocnina redlnej osi, tak neexistuju
morfizmy). RieSenie je jednoduché: morfizmami budu
vSetky ,,mieru zachovdvajice merateIné zobrazenia“,
ale pre kazdy objekt (€,S,p) vytvorime aj prisluini
kate gériu (comma category) ndhodnych veli¢in.

V pracach [5], [6], [7] S. Guddera a S. Bugajského
(pozri aj d’alSie tam citované prace) je popisané podstat-
ne lepSie rieSenie. Informacny kandl medzi dvomi ob-
jektmi bude zobrazenie a mnoZziny M; (Q) vietkych
pravdepodobnostnych mier na objekte (€2,S) do mnoziny
M (E) vietkych pravdepodobnostnych mier na objekte
(E,T), ktoré spina istd technicki podmienku (prend3a-
nie informicif). Tato podmienka ma niekolko ekviva-
lentnych vyjadreni, je zovSeobecnenim klasického pri-
padu a je vhodna aj pre zovSeobecnenie (na D-posety a
s nimi ekvivalentné efektové algebry). Podrobnejsie in-
formacie mozno ndjst’ v praci [21]. Poznamenajme, Ze
na rozdiel od klasického pripadu, zobrazenie a mo6ZzZe
zobrazit’ elementdrny jav we€ @ do netrividlnej miery
na (Z,T). Toto zobrazenie (spolu s prislusnymi dudlny-
mi pojmami) umoZziuyje tieZ modelovat’ fuzzy a kvanto-
vé situdcie a ukazuje sa, Ze je vhodnym kandiddtom na
morfizmus v zdkladnej kategdrii zovSeobecnenej prav-
depodobnosti.

2.6 Konstrukcie

Pomocnym kritériom pri hl'adani vhodnych kate gorif
by mohla byt ich uzavretost’ na typické kategoridlne
konstrukcie. V klasickom pripade ide napriklad o pre-
chod od pola javov ku generovanému G-pol'u javov,
moznost  konStruovat  suiciny (dudlne kosuciny)
a niektoré d’alSie.
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Vzhl'adom na limitné tvrdenia v pravdepodobnosti
musime predpokladat’ vhodnd ,,spocitateI'nid tplnost™
pol’a javov. Ukazuje sa, Ze mnoZinové G-polia tvoria re-
flexivnu podkategériu kategérie mnoZinovych poli a Ze
mnoZinové pole S a generované G-pole 6(S) majui rov-
naké pravdepodobnostné miery. Z tohto pohladu pred-
poklad G-tplnosti neznamend iiadnu stratu informadcii.
Podobne, kazdy meratel'ny priestor (€2,S) mozn nahr
dit’ (]ednoznacne) inym meratel'nym priestorom
tak, 7e Qe Q" aoba priestory st z hl'adiska morﬁzmov
(pozorovatel'nych ¢i dudlne nihodnych yeli¢in), ekviva-
lentné, pricom prechod od (€,S) ku Q*,S*) je tiez
reflexiou a v takto skonStruovanej reflexivnej podkate-
g6rii plati dualita (dudlny izomorfizmus) medzi pozoro-
vateInymi a ndhodnymi veli¢inami. Poznamenajme, Ze
pre redlnu os R plati R = R a B(R)= B(aR*j Tieto re-
flexie (nezdlezi na poradi) umoZiujui nahradit’ kazdé -
7inové pole (©,S) ekvivalentnym polom Q*,ag‘;‘j;
na ktorom moZno robit’ ,Jlimitnd tedériu pravdepodob-
nosti*“. Ide o rovnaky typ ziiplnenia ako je prechod od
raciondlnych ¢isiel ku redlnym ¢islam ¢i od metrického
priestoru k jeho ziplneniu. Ukazuje sa (pozri [16]), Ze
obe reflexie mozno urobit’ aj pre vhodné D-posety (ek-
vivalentne pre efektové algebry).

Rovnako dolezité su kategoridlne stuciny (dudlne ko-
suciny). Ako je zndme, tieto umoZiuju prechod od jed-
notlivych ndhodnych veli¢in ku ndhodnym vektorom ¢i
ndhodnym funkcidm (procesom). Opédtovne, vhodné D-
posety (ekvivalentne efektové algebry) tieZ umoziluju
kategoridlny sucin (dudlne kosticin).

3 ZOZNAM PRINCIPOV

3.1 Kategorialne metédy

Pre matematika, nie Specialistu v tedrii kategérii su
kategoridlne metddy uzito¢né aspoil v dvoch smeroch.
Jednak umoznuji nadhlad v jeho materskej discipline,
jednak tiez pohl'ad do inych Casti matematiky.

V prvom pripade ide napriklad o zhodnotenie viac-
roénych aktivit a partikulsrnych vedomosti. Casto tak,
ako sa udiali v ¢ase, mozno bez hl'adania vnitornej logi-
ky, invariantov, skrytych dosledkov niektorych tvrdeni
a podobne. V druhom pripade ide napriklad o prekona-
vanie Casovej a jazykovej bariéry, lebo zvladnut' novi
(d’al$iu) disciplinu spravidla znamend zvladnut' pojmy,
terminoldgiu, znacenie, protipriklady a uvedomit’ si su-
vislosti i podstatu ddlezitych viet. Prave kategoridlne
metddy v oboch pripadoch poukazuji na podstatné veci
v prislusnej discipline, ako aj na spolo¢né ¢i podobné
konstrukcie (inak pomenované), pripadne vzajomné vzt'a-
hy medzi réznymi Struktirami. Vsetko toto v kone¢nom
dosledku prindSa podnety d’alSieho badania.

Opodstatnenost’ predchddzajuicich tivah moZno de-
monstrovat’ na priklade pojmu ndhodnej veliciny, ktorého
porozumenie na zdklade vysvetleni uvddzanych v roz-
nych u€ebniciach pravdepodobnosti spdsobuje znacné
problémy nielen Studentom, ale zvédcsa tiezZ erudovanym

matematikom, nie Specialistom v tedrii pravdepodob-
nosti. Urcite by prospelo, keby sa obom skupindm —
Studentom i erudovanym matematikom — poukdzalo na
vztah medzi fa f< so zretelom na zdruZovanie (opa-
kovanie) jednoduchych pokusov a ich modelovanie po-
mocou stucinov (napr. Bernoulliho schéma). VSade tam
totiz ndhodné veli¢iny pdsobia ako morfizmy a popisuju
dynamiku ¢i prenos informacii medzi objektmi. To vSak
len potvrdzuje ovela vSeobecnejSie tvrdenie, podla
ktorého kategoridlne metdédy v kazdom $tadiu badania
umoziuji pozndvaciu skratku — formulovanie tloh
a cielov, vyuzivanie matematickych Struktir, uvedomo-
vanie si suvislosti i anal6gii a napokon tieZ abstraktny
zdvih. VSetky tieto aspekty by mal mat’ na pamiti kaz-
dy, kto sa venuje kvantovym Struktiram, aj preto, Ze ka-
tegoridlne metédy umoZznuji (pomocou funktorov) po-
pisovat’ vztahy medzi jednotlivymi modelmi a tedriami.
V neposlednom rade kategoridlny jazyk §ipok (morfiz-
mov) adiagramov prindSa prekvapivé zjednoduSenie
i prehladnost’ tvrdeni a ich dokazov.

3.2 Vyber definicie

Pri zovSeobectiovani v matematike nardZame na pro-
blém zachovdvania ¢i nezachovdvania ekvivalencie. Ak
mame niekol'ko ekvivalentnych vlastnosti (charakteriza-
cii, podmienok...), pomocou ktorych je vymedzeny ne-
jaky matematicky pojem, tak za jeho definiciu mdZeme
zvolit' hociktord z nich. Pri zovSeobecniovani niektoré
vlastnosti nemusia byt ekvivalentné a (aj) z toho doévo-
du by bolo vhodné definovat’ pojem pomocou tej vlast-
nosti, ktord najlepsie ,.preZije” zovieobecnenie. Ugel-
nost’ zavedenia pojmu je spravidla v tom, Ze umoZiuje
(ako predpoklad) nejakd konStrukceiu, platnost’ nejakého
tvrdenia, vety. Preventivne by bolo mozZné zacat nie
s nejakou explicitnou definiciou, ale so Specifikovanim
tvrdenia, ktoré ma platit’ a dodato¢ne hl'adat’ vhodnu
nutnd a postacujicu podmienku.

Kategoridlne konstrukcie a definicie spifiaju vyssie
uvedené poziadavky. , Kategoridlny siicin objektov je
najlepsi objekt (ak vobec existuje) umoznujiici projekcie
do vSetkych zlozkovych objektov.* ,,Dva objekty sii izo-
morfné, ak existuji dva opacnym smerom idiice mor-
fizmy, ktorych zloZenia si jednotkovymi morfizmami.
Teda najprv formulujeme, ¢o chceme dostat’, potom sa
presved¢ime, €i je nami navrhovand definicia v danej
kateg6rii naozaj vyhovujica! Takto by sa malo postu-
povat’ pri zavddzani rdéznych stcinov (kosicinov), pod-
objektov a d’alSich pojmov aj v kvantovych Struktirach.
Napriklad, definovat’, Ze dva linedrne priestory U a V st
izomorfné, ak existuje prosté zobrazenie U na V také, Ze
zachovava linedrne kombinacie, je mitice!

Predchddzajice uvahy chceme vyuzit aj pri zava-
dzani niektorych pojmov v Casti 3.

3.3 Reprezentacia, dualita, evalua¢na kategoria

V klasickom pripade Booleovu algebru javov repre-
zentujeme ako mnozinové pole a kazdy homomorfizmus
medzi dvoma Booleovymi algebrami sa snaZime repre-
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zentovat’ v tvare f <, priGom f je vhodné meratel'né zo-
brazenie medzi prisluSnymi mnoZinovymi poliami. Dua-
lita znamend, Ze ndjdeme podkategdriu mnozinovych
poli tak, Ze existujui jednozna¢né prechody medzi Boo-
leovymi algebrami a mnoZinovymi poliami, a Ze aj me-
dzi homomorfizmami a merateInymi zobrazeniami su
tieto prechody jednozna¢né. Booleove algebry predsta-
vuji bezbodovi matematiku a uZito€nost’ reprezenticie
je v tom, Ze stochastickd analyzu vieme robit’ pre bodo-
vé funkcie a nie priamo pre homomorfizmy. Ak chce-
me, aby sa aj pravdepodobnostné miery stali morfizma-
mi, tak miesto kategérie mnoZinovych poli musime
pracovat’ s vol'nejSou kategdriou D-posetov. Body (. j.
elementarne javy) si homomorfizmami do dvojprvkovej
algebry {0, 1}, ale netrividlne pravdepodobnostné miery
zobrazuyju javy do intervalu [0, 1] a nezachovavaji boo-
leovské operdcie sjavmi, len diferenciu a konStanty.
Kazdy jav ako prvok a povodnej Booleovej algebry
bude reprezentovany ako evaludcia { p(a);pe M, },
pricom M, sd vietky pravdepodobnostné miery na
povodnej Booleovej algebre. Takto reprezentované javy
budd ,,Zit* v novej, tzv. evaluacnej kategérii (v tomto
pripade je to podkategdéria D-posetov kogenerovanych
intervalom [0, 1]). VoI'ba vhodnej evaluacnej kategérie
je realizovana tak, aby v nej bolo mozné dokadzat’ pot-
rebné tvrdenia a zdroven vyhodne vyuZivat prislusné
kategoridlne konStrukcie. DalSie podrobnosti Gitatel
najde v praci [15].

3.4 Sekven¢na spojitost’

Ak pracujeme s nekone¢nymi objektmi, tak m6Zeme
uvazovat’ diskrétnu Struktiru javov a pravdepodobnost’
ako aditivnu funkciu alebo hl'adat’ vhodnu spojitd Struk-
tiru a uvazovat’ spojiti pravdepodobnost’. My sa bude-
me zaoberat’ druhou moZnost'ou.

J. Novék vo svojich pracach [18] a [22] navrhol mo-
delovat’ spojitd pravdepodobnost’” pomocou sekvencnej
konvergencie. Jeho myslienky st rozvinuté v pracach
[15]1, [23], [19], [20], [21], [24], priCom st vyuZité kate-
goridlne metddy. Prvou zdsadou je, Ze interval [0, 1] ako
kogenerator svojou konvergenciou determinuje konver-
genciu na javoch. Ak javy reprezentujeme ako funkcie
s hodnotami v kogeneratore [0, 1], tak vlastne pracuje-
me s mocninami [0, 117, kde X je vhodnd mnoZina (ele-
mentdrnych javov ¢i pravdepodobnostnych mier). Pro-
jekcie z [0, 11* do [0, 1] st pravdepodobnostné miery.
Na javoch tak ziskavame inicidlnu Struktiru vzhladom
na kuZel projekcii. To znamend, Ze opericie s javmi
a konvergencia na javoch je bodovd. V praci [20] je
ukdzané, Ze prechod od monoténnej konvergencie k bo-
dovej konvergencii a spojitosti nie je Ziadnym obmedze-
nim. Ak je aditfvna miera na javoch spojitd vo¢i mono-
ténnej konvergencii (t.j. c-aditivna), tak je sekvencne
spojitd voc¢i bodovej konvergencii (opacne to plati tri-
vidlne). Aj homomorfizmy (pozorovatel'né) st sekvenc-
ne spojité vzhl'adom na bodovi konvergenciu, ¢o vy-
plyva z nasledujicej tvahy. Nech (2,S) a (E,T) su
klasické meratel'né priestory a nech f je meratelné zob-

razenie zQ do ¥, t.j. pre kazdi AeT plat
£ (A)e S . Meratel'nost f mozno preformulovat’ po-
mocou kompozicie y,0f =yz, B=f(A). Takto f
generuje homomorfizmus £ zT do S a tento homo-
morfizmus je automaticky sekvencne spojity vzhladom
na bodovu konvergenciu charakteristickych funkcii me-
ratelnych mnoZin. Klasickd konvergencia postupnosti
mnoZzin { A, } je to isté ako bodovd konvergencia pri-
sluSnej postupnosti charakteristickych funkcii a kompo-
zicia automaticky prevddza konvergentni postupnost
{ A, } na konvergentnd postupnost’ { £ (A,) }. Rovna-
ky dovod plati aj pre zovSeobecnené javy, t. j. pre vhod-
né systémy funkcif do [0, 1]. Dal§im argumentom je Le-
besgueova veta o dominantnej konvergencii aplikovana
na efekty (fuzzy javy): ak postupnost’ meratelnych funk-
cii s hodnotami v [0, 1] bodovo konverguje k funkcii f,
tak f je integrovatel'nd a prisluSnd postupnost’ integrdlov
konverguje kintegrdlu funkcie f. Pri zovSeobecnenych
javoch budeme predpokladat’ sekvencnii spojitost’ zo-
vSeobecnenej pravdepodobnosti vzhladom na bodovu
konvergenciu a Lebesgueova veta sa vlastne stane axio-
mou zovSeobecnenej pravdepodobnosti.

4. MODEL

V duchu predchddzajicich dvah navrhujeme pri mo-
delovani zovSeobecnenej pravdepodobnosti pouzit’ kate-
gériu D-posetov kogenerovani intervalom [0, 1] ako
evaluacnd.

Objektmi teda budd systémy funkcii Fc[0, 11°
s prirodzenou D-posetovou Struktirou (napriklad u <v,
ak u(x) < v(x) pre vSetky x€ X ) spolus bodovou kon-
vergenciou postupnosti. Z praktickych dovodov budeme
predpokladat’ redukované systémy (t.j. ak x#y, tak
existuyje ue F také, Ze u(x)#u(y)). Ak X je jednobo-
dova mnoZina, tak dostdivame podobjekt intervalu [0, 1].

Morfizmami budd sekvenéne spojité D-homomorfiz-
my. Kazdy bod xe X je vlastne morfizmom do [0, 1]
(definujeme x(u) =u(x)). Morfizmy do [0, 1] sa nazy-
vaju stavy. Na kazdom objekte teda existuje dost’ stavov
(ak u #v, takexistuyje xe X taky, Ze u(x) #v(x)). Ak
kazdy morfizmus do [0, 1] je bodovym, tak F sa nazyva
sober.

V préci [16] sa uvedend kategdria oznacuje ako ID-
poset. Dvojica (X ,F) sa nazgva ID-meratelny priestor.
Nech (X,F), (Y,G) su dva takéto meratel'né priestory.
Zobrazenie f zX do Y sa nazyva meratelnym, ak pre
kazdé ue G kompozicia u0f je prvkom F.

Kazdé meratel'né zobrazenie f zX do Y generuje
morfizmus < zG do F, aak G je sober, tak ku kaz-
dému morfizmu 2 zG do F existuje jediné meratel'né
zobrazenie f také, 7 f <~ = h. Takto vznikd kategoridlna
dualita medzi kategériou ID-posetov a kategdriou sober
ID-meratelnych priestorov a meratel'nych zobrazeni.

Vopréci [21] je dokdzané, Ze kazdd zovSeobecnend
ndhodnd veli¢ina v zmysle Bugajského a Guddera, t.j.
vhodné zobrazenie z mnoZiny vSetkych pravdepodob-
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nostnych mier M, () na klasickom meratel'nom prie-
store (Q,S) do mnoziny M, (E) vietkych pravdepo-
dobnostnych mier na klasickom meratelnom priestore
(B, T) sa da reprezentovat’ ako meratel'né zobrazenie zo
sober ID-merateI'ného priestoru do sober ID-merateI'ného
priestoru. Toto umoziiuje nasledujici model zovSeobec-
nenej pravdepodobnosti.

Zovseobecnenymi javmi budd prvky nejakého ID-
posetu, zovSeobecnenymi pozorovatelnymi budd sek-
vencne spojité D-posetové homomorfizmy, zovSeobec-
nenymi ndhodnymi veli¢inami budd ID-meratel'né zo-
brazenia a stavmi budd sekvencne spojité ID-posetové
homomorfizmy do [0, 1]. Pritom ide o zovSeobecnenie
klasickych pojmov pravdepodobnosti.

Ak fixujeme zdkladny klasicky pravdepodobnostny
priestor (£2,S, p), tak mnoZinu vSetkych ndhodnych
funkcif (t. j. meratelnych zobrazeni do mocnin reélnej
osi) mdZzeme premenit’ na objekty novej kategérie. Ide
o takzvani koma kategdriu. Morfizmami v nej budd (dis-
tribuéni) mieru zachovdvajice meratelné zobrazenia
medzi prisluSnymi mocninami redlnych osi. Problema-
ticky je izomorfizmus dvoch ndhodnych veli¢in. Mohlo
by sa stat’, Ze dve ndhodné veli€iny st izomorfné a pri-
tom su rozne na vsetkych elementarnych javoch. Pritom
za ekvivalentné sa spravidla povazuju dve ndhodné
veli¢iny, len ak sd rézne na mnoZine s nulovou pravde-
podobnostou. Uvahy tohto druhu prekraduji rimec nasho
¢lanku, ale kategoridlne postupy by aj v tomto pripade
mali byt prinosom.

5. FUNKTORY

V préci [16] su popisané dva epireflektory. Jeden pri-
radi kazdému ID-merateI'nému priestoru jeho ,,sobrifi-
kéciu®“, druhy kazdému ID-posetu jeho sekvencné zipl-
nenie. Ako je zndme, dualita medzi pozorovatel'nymi
andhodnymi veli¢inami je zaloZend na dvojici kontra-
variantnych funktorov. Dal§ie funktory popisuji pre-
chody medzi niektorymi kvantovymi Struktirami na
rovnakej nosnej mnoZzine. Napriklad ekvivalencia medzi
efektovymi algebrami a D-posetmi sa dd popisat’ ako
kategoridlny izomorfizmus. Znidma Butnariu-Klementova
veta vlastne popisuje funktoridlne suvislosti medzi kla-
sickymi javmi a fuzzy javmi. Popisanie vzt'ahov medzi
d’al§imi kategériami kvantovych Struktir tito problema-
tiku urcite sprehl'adni.

6. NAMETY

Na zdver uvedieme niektoré podnety a ndmety pre
d’alSie badanie.

Kosic¢iny bold algebier v kategérii D-posetov pos-
kytuji jednoduchy model zovSeobecnenej pravdepo-
dobnosti (porovnaj napriklad [25]). Chybou je, Ze tieto
kosti¢iny nemoZzno reprezentovat ako ID-posety, t.j.
funkcie. Je moZné nahradit’ bodové stavy nejakymi iny-

mi morfizmami tak, aby javy v kosucine boli funkciami
s hodnotami v [0, 1]?

Bolo by vhodné skonStruovat’ uzito¢né fuzzy nihod-
né veli¢iny z zmysle Bugajského-Guddera a vypracovat
pre ne nejaké Statistické procedury.

Bolo by dozaista zaujimavé Studovat’ ID-posety s d’al-
Sou operaciou ndsobenia a vytvorit’ pre ne teériu podmie-
nenych strednych hodnét (pozri [26]), pripadne zovSeo-
becnit’ niektore ergodické konStrukcie (pozri [27], [28]).
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