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Abstrakt Tento príspevok si kladie za cie� poda� �itate�ovi �o najjednoduchší poh�ad na jednu z troch najznámejších 
numerických metód – Metódu hrani�ných prvkov (MHP). Kým však po preštudovani predchádzajúcich súvisiacich 
príspevkov bolo možné zostroji� adekvátny systém doslova „na papieri“, relatívne komplikované integra�né formulácie MHP 
pravdepodobne �itate�a k tomuto kroku nepustia. Napriek tomu dúfame, že princípy aj tejto metódy budú formulované jasne 
a zrozumite�ne. 
 
Summary This contribution deals with giving a possible most simplified view on one of the most frequently used numerical 
methods – Boundary Element Method (BEM). However, after reading the previous related papers the reader would be able to 
realize the adequate model by-hand, this time the relative complicate integral formulations probably will not allow to do the 
same. In spite of this we hope that the principles of this method will also be presented clearly and could be understand. 
 

1. ÚVOD 
 
V predchádzajúcich príspevkoch venovaných 
numerickým metódam bolo popísané riešenie 
Poissonovej rovnice použitím Metódy kone�ných 
diferencií ako aj Metódy kone�ných prvkov, ktoré sú 
založené na princípe komplexnej diskretizácie 
zadanej úlohy. K takýmto riešeniam viedol tzv. 
diferencia�ný prístup, princípom ktorého bolo 
delenie celej skúmanej domény do kone�ného po�tu 
prvkov, cez ktoré bude h�adané riešenie danej úlohy. 
Je tu však možný aj iný prístup a to taký, kde bude 
prvotné riešenie h�adané opä� na kone�nom po�te 
prvkov domény, avšak táto nebude diskretizovaná 
komplexne - do úvahy sa budú bra� len ohrani�enia 
jednotlivých �astí geometrie modelu. Takýto postup 
vedie k použitiu integra�nej formulácie. Dostávame 
sa k typu riešenia, kde bude potrebné diskretizova� 
len aktívne materiálové oblasti, �o samozrejme, 
povedie k zníženiu rozmerov matice matematickej 
formulácie systému. Pre 2D úlohy to bude kvázi 1D 
model (�iary ohrani�ujúce dôležité plochy modelu – 
obr. 1), alebo napríklad pre 3D to bude 2D model 
(plochy ohrani�ujúce dôležité objemy modelu). 
 

2. METÓDA HRANI�NÝCH PRVKOV 
 
Pri prvotnej formulácii úlohy vychádzajme opä� 
z predpokladu založenia fyzikálnych princípov 
riešenia na báze Metódy vážených zvyškov. 
H�adáme pritom riešenie Poissonovej rovnice na 
doméne Ω ohrani�enej povrchom (okrajom) Γ. 
Potenciál U teda musí sp��a� rovnicu: 
 

0QU� =+∇⋅∇  (1) 
Pre potrebu tejto metódy je nutné definovanie 
okrajových podmienok na ohrani�ení úlohy (obr. 1) 
ako: 
 

1�naUpreuU =  (2) 
alebo: 
 

2�naUpre
n
u

n
U

∂
∂=

∂
∂

 (3) 

 
pri�om (zdanlivo samozrejmou) nutnou podmienkou 
pre nájdenie riešenia je: 
 

21 ��� +=  (4) 
 
Metóda vážených zvyškov, pri materiáloch s 
konštantným parametrom κ, aplikovaná na rovnicu 
(1) vedie k nasledovnej formulácii úlohy: 
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Pridaním vhodne zvolených dodato�ných 
nulových (!) �lenov do predchádzajúcej rovnice [1] 
bude zostrojená rovnica, ktorej 	alšie úpravy budú 
vies� k želanému tvaru: 

Obr. 1. – Princíp diskretizácieMHP. 
Fig. 1. – Discretisation Principles of BEM. 
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kde iii w,w,w sú �ubovo�né váhové funkcie, aj 
ke	 realita je taká, že ich vzájomné previazanie pri 
h�adaní riešenia len pomôže. Opakovaným 
(dvojnásobným) pretransformovaním prvého �lena v 
rovnici (2.146) pomocou druhej Greenovej vety 
dostávame: 
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Váhové funkcie, ako už bolo spomenuté vyššie, je 
možné voli� takmer �ubovo�ne, k cie�u sa však 
dostaneme ove�a jednoduchšie ak: 
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Potom dostávame z (6): 
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Integrál po okraji je pritom rozdelený pod�a rovnice 
(4). Stru�ne nazna�ené, platí: 
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Výsledným efektom celej tejto transformácie je 
nutnos� integrácie neznámej veli�iny U namiesto 
derivovania váhovej funkcie w. Teraz je nutná vo�ba 
takej funkcie w, aby plošné integrály v rovnici (10) 
bolo možné vypo�íta�. Dá sa ukáza� [2, 4], že 
vhodným riešením pre 3D úlohy je 
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Pre 2D úlohy: 
 

r
1

ln
2

1

w =  (13) 

 
Pri takomto postupe sa však vyskytuje ešte jeden 
problém, ktorý na prvý poh�ad vôbec nemusí by� 
zrejmý. Použitím takto definovaných funkcií a 
integrovaním pre r≠0 a následným použitím limity 
pre r=0 sa totiž v rovnici objavuje dodato�ný výraz 
o hodnote U/2. Tento problém sa teda týka len 
samotného ohrani�enia úlohy. V náväznosti na tento 
fakt dostávame: 
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kde parameter c=1 pre bod vo vnútri domény a 
c=0.5 pre bod na ohrani�ení. Týmto je eliminovaný 
vplyv dodato�ného výrazu U/2 na ohrani�ení 
domény. Výskyt prvku cUi v rovnici (14) je 
založený na výsledku integrálu na �avej strane 
rovnice (7), pri�om treba bra� na zrete� fakt, že 
funkcia wi pre daný prípad sp��a podmienky 
Diracovej delta funkcie δi pre bod i. Diskretizácia 
rovnice (14) na ohrani�ení domény je následne daná 
ako: 
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pre i = 1,...,n, kde Bi je �len, v ktorom je zahrnutý 
vplyv zdrojov po�a, t. j. plošný integrál na �avej 
strane rovnice (14). 
Je nutné doplni� ešte komentár k metóde samotnej a 
hlavne k predchádzajúcej rovnici. Metóda je 
založená na zoh�adnení vplyvu všetkých hrani�ných 
elementov na �ubovo�ný z nich, �o je zachytené 
práve v spomenutej rovnici. Do rovnice pre i-ty 
prvok vstupujú koeficienty zo všetkých ostatných 
prvkov, podchytené cez index j. V náväznosti na 
toto tvrdenie je namieste otázka ekonomiky systému 
MHP. V súlade s úvodom tohto príspevku, MHP 
znižuje o jeden rád formuláciu úlohy, avšak 
v porovnaní s metódami prezentovanými 
v predchádzajúcich príspevkoch, výskyt nulových 
prvkov v hlavnej matici už nebude pravidlom, ale 
skôr výnimkou, resp. náhodným javom. Rovnicu 
(15) je možné prepísa� pre každý jeden uzol siete, 
výsledkom bude sústava rovníc: 
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Obr. 2. – Riešený prúdovodi�. 
Fig. 2. – Solved Conductor. 
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kde δij je jednotková Diracová funkcia pre bod i=j 
(t. j. rovná jednotke pre i=j a rovná nule pre i≠j) a 
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Kvôli jednozna�nému riešeniu sa musí po�et 
neznámych zhodova� s po�tom rovníc, �o na prvý 
poh�ad nemusí sedie�, lebo k dispozícii je n rovníc a 
cez indexy i a j dva krát to�ko neznámych. 
Návratom na za�iatok kapitoly však zis�ujeme, že n1 
hodnôt U a n2 hodnôt ∂U/∂n je známych, 
definovaných práve okrajovými podmienkami 
úlohy. Systém rovníc obsahuje presne n neznámych!  
Po vzhliadnutí matematickej formulácie konkrétnej 
úlohy (20) dostávame v podstate opä� sústavu rovníc 
typu A⋅U = B. 
Matica systému prezentovaná napr. v rovnici (20), 
na rozdiel od matice Metódy kone�ných prvkov, je 
nesymetrická a všeobecne vzaté, neobsahuje nulové 
�leny. Zaujímavá je, ako už bolo spomenuté vyššie, 
otázka úspory výpo�tového �asu systému. V 
porovnaní s diferencia�nými schémami (napr. MKP 
alebo MKD) je síce o jeden rád znížená 
komplexnos� úlohy, ale práve kvôli nesymetrii 
celého systému matíc a kvôli prakticky absencii 
nulových prvkov môže by� výpo�et takejto sústavy 
ove�a náro�nejší ako pri MKP alebo MKD.  
Dôležitým je aj krok vy�ís�ovania koeficientov G 
a H (ako aj koeficientov B). Ich hodnoty vo 
všeobecnosti nie je možné ur�i� len na základe 
súradníc uzlov siete pomocou jednoduchých 
matematických operácií (násobenie, delenie, 
s�ítanie, od�ítanie). Nastupujú zložité integrálne 
po�tu, pri ktorých je neraz potrebné vy�ísli� aj 
hodnoty týchto koeficientov numericky. 
Vrá�me sa však k úlohe MHP. Riešením sústavy 
rovníc MHP, pri známych koeficientoch G, H 
(prípadne B) napríklad Gaussovou elimina�nou 
metódou a pod., sú hodnoty U a ∂U/∂n na celom 
ohrani�ení úlohy Γ. Potrebné je pozna� ešte hodnoty 
funkcie U v bodoch vo vnútri skúmanej domény. 
K týmto sa dá pomerne jednoducho dopracova� 
pod�a predpisu definovaného rovnicou (14). Pre 
�ubovo�ný bod vo vnútri domény Ω teda dostávame: 
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3. PRÍKLAD FORMULÁCIE PROBLÉMU 
MHP 

Riešenie konkrétnej úlohy si ukážeme na príklade 
prúdovodi�a pod�a obr. 2. Vhodným formulovaním 
okrajových podmienok sa vyhneme potrebe 
vy�ís�ovania koeficientov Bi: 
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kde jednotlivé použité symboly sú v zhode so 
všeobecnými pravidlami pre daný vedný odbor. 
Jednoduchá diskretiza�ná schéma pre rozmery 
2a=2b je prezentovaná na obr. 3. Matica systému 
pre takto definovanú úlohu je nasledovná: 
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Výsledky (aj �íselné) pre rozli�né po�ty elementov a 
pre dva rozli�né pomery šírky a a výšky b 
koaxiálneho vodi�a sú uvedené v [1, 4]. 
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4. ZÁVER 
Metóda hrani�ných prvkov v porovnaní s Metódou 
kone�ných prvkov ponúka redukovanie systému 
o jeden rád. Prakticky to znamená redukovanie 
priestoru potrebného na archiváciu vstupných dát 
systému. Napriek tomu sa v integra�nej formulácii 
nevyhneme náro�nému vyhodnocovaniu 
koeficientov matíc, �o v kon�enom dôsledku môže 
vies� k pred�ženiu výpo�tového �asu. K podobnému 
javu môže dôjs� pri presunutí potreby poznania 
hodnôt h�adanej veli�iny vo vnútri skúmanej 
domény na postprocesor. Problematickým je aj 
absencia nenulových prvkov v maticiach systému, 
�o s�ažuje použitie kompresných metód pri 
archivácii alebo riešení sústav. 
Vynechaná v tomto príspevku je aj problematika 
prepájanie regiónov pomocou systému MHP. 
Podobne, problémom sa javí aj použitie materiálov 
s nelineárnymi materiálovými charakteristikami.  
Metóda však dokonale eliminuje nevýhodu 
kone�ných prvkov a to previazanos� geometrie na 
model samotný. Riešitelia, hlavne úloh z oblasti 

strojov to�ivých, poznajú problém MKP, kde 
akáko�vek zmena polohy (geometrie) znamená 
postavenie nového modelu a opätovný výpo�et. Aj 
ke	 vä�šina sofistikovaných MKP softvérov ponúka 
automatické presie�ovanie úlohy pri požadovaných 
zmenách (rotácia rotora a pod.), diskutabilným 
ostáva kompatibilita riešených modelov, prípadne 
mrhanie prvkami pri potrebe dosiahnutia výsledkov 
s dostato�nou presnos�ou.  
Riešením sa ukazuje moderná kombinácia MKP 
a MHP, ke	 regióny sú vzájomne previazané 
pomocou systému Hrani�ných prvkov a nelinearity 
systému sú podchytené Kone�nými prvkami. 
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Obr. 3.  Prvý kvadrant prúdovodi�a 
s definovanými okrajovými podmienkami. 
Fig. 3. First Quadrant of  Conductor with 

Defined Boundary Conditions. 
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