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Abstrakt Tento prispevok si kladie za ciel’ podat’ ¢itatelovi ¢o najjednoduchsi pohlad na jednu z troch najznamejsich
numerickych metéd — Metédu hrani¢nych prvkov (MHP). Kym vSak po prestudovani predchddzajicich stvisiacich
prispevkov bolo mozné zostrojit' adekvatny systém doslova ,,na papieri®, relativne komplikované integra¢né formulicie MHP
pravdepodobne citatel'a k tomuto kroku nepustia. Napriek tomu difame, Ze principy aj tejto metédy budid formulované jasne
a zrozumitel'ne.

Summary This contribution deals with giving a possible most simplified view on one of the most frequently used numerical
methods — Boundary Element Method (BEM). However, after reading the previous related papers the reader would be able to
realize the adequate model by-hand, this time the relative complicate integral formulations probably will not allow to do the
same. In spite of this we hope that the principles of this method will also be presented clearly and could be understand.

1. UVOD U=u preUnaTl, )
alebo:

V  predchadzajicich prispevkoch venovanych _

numerickym metédam bolo popisané rieSenie U ou

Poissonovej rovnice pouZzitim Metédy koneénych g = g preUnal’, 3)

diferencii ako aj Metédy kone¢nych prvkov, ktoré si
zaloZzené na principe komplexnej diskretizicie
zadanej ulohy. K takymto rieSeniam viedol tzv.
diferenciacny pristup, principom ktorého bolo
delenie celej skimanej domény do kone¢ného poctu
prvkov, cez ktoré bude hl'adané rieSenie danej dlohy.
Je tu v§ak mozZny aj iny pristup a to taky, kde bude
prvotné rieSenie hl'adané opit’ na kone¢nom pocte
prvkov domény, avSak tito nebude diskretizovand
komplexne - do dvahy sa budd brat’ len ohrani¢enia
jednotlivych Casti geometrie modelu. Takyto postup
vedie k pouzitiu integrac¢nej formulacie. Dostdvame
sa k typu rieSenia, kde bude potrebné diskretizovat’
len aktivne materidlové oblasti, ¢o samozrejme,
povedie k zniZeniu rozmerov matice matematickej
formuldcie systému. Pre 2D ulohy to bude kvazi 1D
model (Ciary ohranicujice ddlezité plochy modelu —
obr. 1), alebo napriklad pre 3D to bude 2D model
(plochy ohranicujice doleZité objemy modelu).

pricom (zdanlivo samozrejmou) nutnou podmienkou
pre ndjdenie rieSenia je:

I=T,+T, @)

Metéda véaZzenych zvySkov, pri materidloch s
konStantnym parametrom X, aplikovand na rovnicu
(1) vedie k nasledovnej formul4cii dlohy:

2. METODA HRANICNYCH PRVKOV

Pri prvotnej formuldcii ulohy vychddzajme opéat
zpredpokladu zaloZenia fyzikdlnych principov
rieSenia na bdze Metédy véazenych zvySkov.
Hladdme pritom rieSenie Poissonovej rovnice na
doméne (2 ohrani¢enej povrchom (okrajom) 7

Obr. 1. — Princip diskretizdcieMHP.
Fig. 1. — Discretisation Principles of BEM.

Potenciél U teda musi spifiat’ rovnicu: 5

[ w.(kv?U-QJaa =0 )
V-«kVU+Q=0 (1)
Pre potrebu tejto metédy je nutné definovanie Pridanim  vhodne  zvolenych  dodato¢nych

okrajovych podmienok na ohraniceni tlohy (obr. 1)
ako:

nulovych (!) ¢lenov do predchddzajiicej rovnice [1]
bude zostrojend rovnica, ktorej d’alSie tpravy budi
viest’ k Zelanému tvaru:
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[ w(v?U-QJaa+[ wi(U-u)ar+

— (6)
+ Wi a—U — a—u dl' =0
r, on on

kde W, Wi, Wisu l'ubovol'né vahové funkcie, aj
ked’ realita je takd, Ze ich vzdjomné previazanie pri
hPadani rieSenia len pomdze. Opakovanym
(dvojndsobnym) pretransformovanim prvého ¢lena v
rovnici (2.146) pomocou druhej Greenovej vety
dostdvame:

KIQWiV2UdQ:KJQUV2WidQ+

)

x| Wia—UdF—KJ Ui gr
r ' on ' on

Véahové funkcie, ako uZ bolo spomenuté vyssie, je
mozné volit' takmer l'ubovolne, kcielu sa vSak
dostaneme ovel’a jednoduchsie ak:

Wi = K% (8)
l on

a

Wi = —KW, ©)

Potom dostavame z (6):

[ oviwde-| w, stz =

=] w, audl" J. W, a—Ud1“+ (10)
ow ow. —

+ —‘Udr+j i udr
on I on

Integral po okraji je pritom rozdeleny podla rovnice
(4). Stru¢ne naznacené, plati:

jrdr = jrgr + jrglr (1)

Vyslednym efektom celej tejto transformicie je
nutnost’ integracie nezndmej veli¢iny U namiesto
derivovania vdhovej funkcie w. Teraz je nutnd vol'ba
takej funkcie w, aby plo$né integraly v rovnici (10)
bolo mo7zné vypocitat. D4 sa ukdzat [2, 4], Ze
vhodnym rieSenim pre 3D tlohy je

1
wW=— (12)
4nm
Pre 2D ulohy:

W—iln1 (13)
2n 1

Pri takomto postupe sa vSak vyskytuje eSte jeden
problém, ktory na prvy pohlad vdbec nemusi byt
zrejmy. PouZitim takto definovanych funkcii a
integrovanim pre r#0 a ndslednym pouZitim limity
pre r=0 sa totiZ v rovnici objavuje dodato¢ny vyraz
o hodnote U/2. Tento problém sa teda tyka len
samotného ohranicenia tlohy. V ndvéznosti na tento
fakt dostdvame:

cU, +jgwi %dgﬁujrlﬂﬁdn

(14)

+j lUdl“ jwa—Udr l%dr
kde parameter c=1 pre bod vo vnitri domeny a
¢=0.5 pre bod na ohrani¢eni. Tymto je eliminovany
vplyv dodato¢ného vyrazu U/2 na ohraniceni
domény. Vyskyt prvku cU; vrovnici (14) je
zalozeny na vysledku integrdlu na lavej strane
rovnice (7), pricom treba brat’ na zretel' fakt, Ze
funkcia w; pre dany pripad spiiia podmienky
Diracovej delta funkcie J; pre bod i. Diskretizdcia
rovnice (14) na ohrani¢eni domény je nisledne dand
ako:

1 n ow.
EUi+Bi+ZUJL%dF
! (15)

0 JU,
_Zj: on

pre i = I,...,n, kde B; je Clen, v ktorom je zahrnuty
vplyv zdrojov pola, t. j. plo$ny integral na lavej
strane rovnice (14).

Je nutné doplnit’ este komentdr k metéde samotnej a
hlavne k predchidzajicej rovnici. Metéda je
zaloZend na zohladneni vplyvu vsetkych hrani¢nych
elementov na l'ubovolny z nich, ¢o je zachytené
prave v spomenutej rovnici. Do rovnice pre i-ty
prvok vstupuji koeficienty zo vSetkych ostatnych
prvkov, podchytené cez index j. V ndvdznosti na
toto tvrdenie je namieste otizka ekonomiky systému
MHP. V silade stvodom tohto prispevku, MHP
znizuje o jeden rdd formuldciu dlohy, avsSak
v porovnani s metédami prezentovany mi
v predchddzajicich prispevkoch, vyskyt nulovych
prvkov v hlavnej matici uZ nebude pravidlom, ale
skor vynimkou, resp. nihodnym javom. Rovnicu
(15) je mozné prepisat’ pre kazdy jeden uzol siete,
V)’/sledkom bude ststava rovnic:

BU
an

(16)
L
pncom
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ow, 1 b’ a’
H, ‘ngd“fu amn U=urqu7=urqu7 prey=b

kde & je jednotkovd Diracovd funkcia pre bod i=j
(t. j. rovna jednotke pre i=j a rovna nule pre i#) a

Gij :IriwidF (18)

Kvoli jednozna¢nému rieSeniu sa musi pocet
nezndmych zhodovat’ s poctom rovnic, ¢o na prvy
pohlad nemusi sediet’, lebo k dispozicii je n rovnic a
cez indexy i a j dva krat tol’ko neznimych.
Navratom na zaciatok kapitoly vSak zistujeme, Ze n,
hodndét U a n, hodndot JU/dh je znidmych,
definovanych prave okrajovymi podmienkami
ulohy. Systém rovnic obsahuje presne n neznidmych!
Po vzhliadnuti matematickej formuldcie konkrétnej
tlohy (20) dostdvame v podstate opat’ ststavu rovnic
typu A-U = B.

Matica systému prezentovand napr. v rovnici (20),
na rozdiel od matice Metddy kone¢nych prvkov, je
nesymetrickd a vSeobecne vzaté, neobsahuje nulové
¢leny. Zaujimava je, ako uZ bolo spomenuté vyssie,
otizka uspory vypoltového cCasu systtmu. V
porovnani s diferenciacnymi schémami (napr. MKP
alebo MKD) je sice o jeden rad zniZend
komplexnost’ ulohy, ale prave kvOli nesymetrii
celého systému matic a kvoli prakticky absencii
nulovych prvkov mdZe byt vypocet takejto sustavy
ovel’a ndrocnejsi ako pri MKP alebo MKD.
Dolezitym je aj krok vycislovania koeficientov G
aH (ako aj koeficientov B). Ich hodnoty vo
vSeobecnosti nie je mozné uréit len na zdklade
siradnic uzlov siete pomocou jednoduchych
matematickych  operdcii  (ndsobenie, delenie,
sCitanie, odcitanie). Nastupuji zloZité integrdlne
poctu, pri ktorych je neraz potrebné vycislit' aj
hodnoty tychto koeficientov numericky.

Vratme sa vSak kidlohe MHP. RieSenim sustavy
rovnic MHP, pri znidmych koeficientoch G, H
(pripadne B) napriklad Gaussovou elimina¢nou
metédou a pod., si hodnoty Ua dU/dh na celom
ohraniceni dlohy /. Potrebné je poznat’ este hodnoty
funkcie U v bodoch vo vnitri skimanej domény.
Ktymto sa d4 pomerne jednoducho dopracovat
podla predpisu definovaného rovnicou (14). Pre
T'ubovol'ny bod vo vnitri domény £2 teda dostdvame:

n a 3 n
U, :ZGij J—ZHijUj—Bi (19)
1] L]

U
on
3. PRIKLAD FORMULACIE PROBLEMU
MHP

RieSenie konkrétnej dlohy si ukdZeme na priklade
pridovodica podla obr. 2. Vhodnym formulovanim
okrajovych podmienok sa vyhneme potrebe
vyéisl'ovania koeficientov B;:

2

Uzurqua? prex=a

ou

—=0 prex=0
ox P
a—U=O prey=0
dy

kde jednotlivé pouzité symboly sd v zhode so
vSeobecnymi pravidlami pre dany vedny odbor.
Jednoduchd diskretiza¢nd schéma pre rozmery
2a=2b je prezentovand na obr. 3. Matica systému
pre takto definovani dlohu je nasledovna:

_aU]_
_Gll _Glz H13 H14 g
G, G, H,, H, aUz _
_G31 _G32 H33 H34 ay
G, G, H,, H, Ys
U, | @
H,+H,,
:_M H, +H,
2 H,; +H,,
H,+H,

Vysledky (aj ¢iselné) pre rozlicné pocty elementov a
pre dva rozlicné pomery Sirky a a vysky b
koaxidlneho vodica sd uvedené v [1, 4].

2b

L,

2a

Obr. 2. — RieSeny priidovodic.
Fig. 2. — Solved Conductor.
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U=nuoj >

y L 4
x  U_
on
Obr. 3. Prvy kvadrant priddovodica
s definovanymi okrajovymi podmienkami.
Fig. 3. First Quadrant of Conductor with
Defined Boundary Conditions.

0

4. ZAVER

Metéda hraniénych prvkov v porovnani s Metédou
kone¢nych prvkov ponika redukovanie systému
ojeden rad. Prakticky to znamend redukovanie
priestoru potrebného na archividciu vstupnych dat
systému. Napriek tomu sa v integrac¢nej formulacii
nevyhneme niro¢nému vyhodnocovaniu
koeficientov matic, ¢o v konéenom dosledku moze
viest’ k prediZeniu vypoétového Easu. K podobnému
javu mdze dojst pri presunuti potreby poznania
hodn6t hladanej veli¢iny vo vnitri skdmanej
domény na postprocesor. Problematickym je aj
absencia nenulovych prvkov v maticiach systému,
¢o stazuje pouzitie kompresnych metdd pri
archivacii alebo rieSenf sustav.

Vynechand v tomto prispevku je aj problematika
prepdjanie regiénov pomocou syst¢ému MHP.
Podobne, problémom sa javi aj pouzitie materidlov
s nelinedrnymi materidlovymi charakteristikami.
Metéda vSak dokonale eliminuje nevyhodu
konecnych prvkov a to previazanost geometrie na
model samotny. RieSitelia, hlavne uloh z oblasti

strojov  to¢ivych, poznaji problém MKP, kde
akdkol'vek zmena polohy (geometrie) znamena
postavenie nového modelu a opidtovny vypocet. Aj
automatické presietovanie tlohy pri poZadovanych
zmendch (rotdcia rotora a pod.), diskutabilnym
ostdva kompatibilita rieSenych modelov, pripadne
mrhanie prvkami pri potrebe dosiahnutia vysledkov
s dostatocnou presnostou.

RieSenim sa ukazuje modernd kombinicia MKP
aMHP, ked regiény su vzijomne previazané
pomocou systému Hrani¢nych prvkov a nelinearity
systému si podchytené Kone¢nymi prvkami.
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