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Abstrakt Prezentovany c¢lanok cerpd zo skusenosti autora v oblasti numerickych metdd rieSenia poli, prevazne
magnetickych. Ulohou tohto ¢lanku, ako prvého z pripravovanej série, je obozndmit Citatela s matematickym apardtom
a zékladnymi fyzikdlnymi principmi, ako aj s potencidlnymi nedostatkami resp. vyhodami pri pouZiti Metédy kone¢nych

diferencii (MKD).

Summary Presented paper is based on authors experience on numerical methods of field solution, mostly magnetic. This
paper, as the first one of prepared series, deals with mathematical apparatus and basic physical principles, as well as with
possible short-comings or advantages when using the Finite Difference Method (FDM).

1. UvVOoD

Od pociatkov vyvoja a histérie technicky
zameranych vednych disciplin je prvotnym zdmerom
konStruktéra ndjst’ systém, na zdklade ktorého je
mozné popisat, navrhnit' a overit spravanie sa a
charakteristiky skonStruovaného technického
zariadenia. Vel'mi Siroké mnoZstvo takychto tloh je
mozné v teoretickej rovine popisat’ sustavou
diferencidlnych rovnic. Napriklad pre elektrické deje
a magnetizmus je to sustava rovnic, ktord popisuje
divergenciu a gradient veli¢in charakterizujicich
prislusné skimané polia - Maxwellove rovnice.
Podobne je to aj uinych fyzikdlnych disciplin, kde
mozno Tlahko ndjst analégiu na zdklade
Maxwellovych rovnic [1]. Problematickym je vSak
rieSenie tychto rovnic v redlnom priestore (3D) resp.
vredlnej rovine (2D) avredlnom cCase. Pre
jednoduché tdlohy je moZné rieSenie ,,presné®, t. j.
analytické, pre komplikovanejSie ulohy je vSak
nutné siahnut’ k metédam numerickym. Od
pociatocného impulzu rozvoja numerickych metéd
(podmieneného rozvojom dostupnej arelativne
vykonnej vypoctovej techniky) sa do popredia
dostdvaji tri znich ato Metéda koneénych
diferencii (Finite Difference Method - FDM),
Metéda koneénych prvkov (Finite Element Method
— FEM) a Metéda hrani¢nych prvkov (Boundary
Element Method — BEM). Autor si kladie za ciel
oboznamit' Siroki verejnost so zdkladnymi
principmi spominanych metéd, kedZe vécsina
konzumentov tychto metdd sice aktivne vyuZiva ich
vysledky, avSak neovldda principy ich sprdvania sa.
Postupne budu prezentované zaklady vSetkych troch
spomenutych metéd, na zaliatok bude rec
o najjednoduchSej znich — Metéde koneénych
diferencii.

Treba eSte poznamenat, Ze napriek Sirokym
moznostiam  vyuzitia aanaldégie fyzikdlnych
disciplin sa budeme venovat’ hlavne problematike
elektrickych a magnetickych dejov. Zavedieme aj
d’alSie zjednoduSenia a to hlavne zanedbame ¢asovi
zmenu veli¢in a budeme brat’ do dvahy len rieSenie

uloh v2D. RieSenie budeme hladat vyhradne
v kartezidnskej sdradnicovej sustave a nebudeme
uvazovat' o takych pripadoch symetrie, ktoré je
vyhodnejSie riesit v sustave cylindrickej alebo
polarne;j.

2.  STATICKE POLIA V 2D

Podla typu rieSenej tlohy apoZadovanych
primarnych vysledkov dostivame z Maxwellovych
rovnic predpis pre rieSenie skaldrneho, vektorového
alebo redukovaného skaldrneho potencidlu. Bez
ohladu na vyssie uvedené, dostdvame sa k zdanlivo
jednoduchej rovnici, ktord mdZeme zovSeobecnit
nasledovnou formulaciou:

V-xVU+Q=0 (1

kde U je hl'adand veli€ina, x materidlovy parameter
(m6Ze byt konStantny ako aj zdvisly na rieSeni U)
a Q je parameter zachytavajici vplyv zdrojov pola.
Treba  eSte spomenut’ nutnost’ znalost{
azakomponovania  pravidiel = prechodu pola
rozhranim dvoch materidlov ako aj pravidiel
,ukonfenia“ rieSenej oblasti (okrajové podmienky).
Viac o tychto sa Citatel' dozvie napriklad v [1].

Pokisme sa ndjst’ podmienky, na zdklade ktorych by
sa rovnica (1) mohla upravit’ na pohodlnejsiu formu.
Prvou podmienkou, ktord sa priam natiska, je
nepritomnost’” zdrojov pola, t. j. Q = 0. DalSou
moznostou je odstrdnenie divergencie gradientu.
Objavi sa (skaldrny) Laplaceov operdtor. Tento krok
je mozné uskutoCnit’ za predpokladu, Ze materidlovy
parameter k'je konStantny. Dostdvame rovnicu:

VU=0 )

Z predchadzajiceho postupu vyplyva este jeden
zaujimavy fakt, ktory je vhodné pri tejto prilezitosti
spomenut’. Pokial’ nie si v rieSenej oblasti zdroje
pola amateridl rieSenej oblasti je homogénny
s linedrnou charakteristikou, nie je doleZité aka
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konkrétna je td charakteristika. bez ohladu na
hodnotu x tito zrovnice (2) vypaddva, t. j. pre
Pubovolny linedrny materidl dostdvame jedno a to
isté rieSenie.

3. METODA KONECNYCH DIFERENCII

Metéda kone¢nych diferencii bola pouZivani na
vypocet elektromagnetickych poli vSetkych typov s
obrovskym tspechom. Metéda sama o sebe je vel'mi
jednoduchd a hrd podstatni dlohu v rozvoji
numerickych metod. Jej pociatky v
elektromagnetizme sa  datyjd na  prelom
Sestdesiatych a sedemdesiatych rokov, dodnes
existuji rozlicné verzie metdédy, upravené hlavne o
moznosti definovanie zloZitejSich geometrii a pod.
Tak ako aj pri inych metédach, jej vysledkom je
numerické rieSenie zdkladnej rovnice systému alebo
matematického modelu. Rovnica (2) je vlastne
spojitd parcidlna diferencidlna rovnica platnd vo
vSetkych oblastiach rieSenej domény. Jej rieSenie sa
vSak podstatne zjednodusi, ak bude poZadované len
v kone¢nom poclte strategicky zvolenych bodov
dlohy. Tieto musia byt zvolené tak, aby vhodnym
spOsobom reprezentovali geometrické a iné
podmienky pdvodnej tlohy.

Definuyjme v zvolenej sdradnicovej sustave Ciary
rovnobezné z osami siradnicovej ststavy podl'a obr.
1. Tieto sa budd pretinat pod pravym uhlom v
uzloch siete, v ktorych Metéda konecnych diferencii

i-1 i+1,j

ij-1

Obr. 1 — Siet' Metody konencych diferencii
Fig. I — Finite Difference mesh
hl'ada rieSenie daného problému.

Princip Metédy konecnych diferencii spociva
v ndhrade jednotlivych derivicii diferencidciou
hladanej veliciny. Vyslednd hodnota v jednotlivych
bodoch (i,j) je ovplyvnend hodnotami susednych
bodov (i-1,j)) a (i+l,j) pre parcidlne derivacie
v smere ,,x‘-ovej osi, respektivne (i,j-1) a (i,j+1) pre
parcidlne derivicie v smere osi ,y“. Aj ked je
systém v podstate vel'mi jednoduchy, nie je v silach
dostupnej vypoctovej techniky realizovat’ vS§eobecny

predpis rieSenia. Je potrebné urobit’ este dalsi
reStrikény zdsah do geometrie rieSenia a to definovat’
nutnost’ rovnomerného rozdelenia skimanej oblasti
(toto je jeden z hlavnych nedostatkov metddy!).
Pripomenime si eSte raz rovnicu, ktord ideme za
danych predpokladov vyriesit

0°U 9°U

Zrovnice (3) vyplyva, Ze dolezitym faktorom je
linearita materidlovej charakteristiky — nepritomnost’
pol’a je len , kozmetickym' prvkov.

Pri prepise rovnice (3) na bod siete (i,j) pouZijeme
pravidla rozvoja Taylorovho radu pre dve premenné:

U(x+h)= U(x)+hU'(x)+%h2U”(x)+

1 4
AU+

6
U(x—h):U(x)—hU'(x)+%h2U”(x)—

| &)
——h’U"(x)+...

thU ()

Pri prepise rovnic (4) a (5) do nami definovanej
diskretiza¢nej schémy logicky dostdvame:

S DR R

U, =U,;+hU  +=h’U  +—h’U; +..
1+1, 1, 1, 2 1,] 6 1,]

(6)

U,_,;=U,,-hU,, LSl
1-1, 1, 1, 2 1,] 6 1]

()

Je zrejmé, Ze v predchddzajicich rovniciach sa jednd
o parcialne derivacie veli¢iny U podl'a smeru posunu
indexov iaj — t. j. vtomto pripade v smere x-ovej
suradnice. Spocitanim rovnice (6) a (7) dostdvame:

U, +U,,, =2U,, +h°U"(x)+0(h*) @)

i+1,j

kde O(h*) je zvySok zTaylorovho rozvoja
s vyskytom Stvrtych a vy$Sich mocnin h. Logicky
bude rieSenie ulohy tym presnejSie, ¢im jemnejSia
bude diskretizicia skdmanej oblasti, t. j je
predpoklad Ze A a tym aj prislusné vyssie mocniny &
sd zanedbatel'ne malé. Zanedbanim O(h*)dostdvame:

Uvj _ azU _ Ui+1,j _2Ui,j + Ui—l,j

ij aXZ hz )
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Podobnym postupom je moZné dopracovat sa
kpredpisu pre nahradenie parcidlnej derivicie
diferencidciou v smere siradnicovej osi y:

U'-' _ azU _ Ui,j+1 _2Ui,j +Ui,j—1

iy = (10)

Dosadenim (9) a (10) do rovnice (3) dostavame:

1
~ (U, -2U,+U,, )+
1 (1D
+F(Ui,j+l - 2Ui,j +Ui,j—l ): _;

Takto formulovany predpis je moZné priamo pouZit
k formulovani sistavy rovnic, ktord Standartne vedie
k maticovému zapisu, kde hlavnd matica systému je
vzdy Stvorcova a jej $irka je rovna poctu uzlov siete.

4. PRIKLAD POUZITIA MKD

U=l =1

[ 2

=1|.0

U=0 0]

X

o)
.
Obr. 2 — Priklad Metody konencych diferencii
Fig. 2 — Finite difference example

Definujme tlohu v ktorej sa nevyskytuji zdroje pol'a
a kde materidlovy parameter k¥ je konStantny. MozZe
fiou byt napriklad aj prierez Stvorcového
koaxidlneho vodica, kde si definované hodnoty
potencidlu U = 0 (0%) v strede vodica aU = 1
(100%) na povrchu. Kvoli symetrii je nutné
analyzovat' len jeden zo Styroch kvadrantov. Na
obrazku 2 je vidiet prvy kvadrant rieSenej ulohy
sdelenim i = k = 1. Pre 9 takto vzniknutych bodov
je uZz vopred znidmy vysledok ato na zdklade
okrajovych podmienok spomenutych
v predchddzajiicom texte, ostiva vypocitat’ hodnoty

potencidlu U vo zvySnych troch bodoch siete.
Dbélezitym faktorom je aj predpokladand kolmost
pola na vnitornych hranich v prvom kvadrante
ulohy (osi x ay). Kolmost sa vtomto pripade
zabezpedi zrkadlenim najblizich susedov pozdiz
prislusnej osi (v tomto pripade je to zhodou
okolnosti pre obe osi bod ,,2). Takze pre Q =0, h =
k =1 na zdklade (11) dostdvame pre bod ,,1*:

O-2U; + D+ (U-2U; + Uy =0 (12)
Pre bod ,,2* plati:

Uz -2U+1) + (U - 2U,+ 1) =0 (13)
A kone¢ne pre bod ,,3“ dostdvame:

(Up-2U3+ Uy +(0-2U3+1)=0 (14)

Takto formulovand dloha pravom zvadza k zipisu
vo forme matic:

-4 2 0)(U) (-1
1 -4 1|uU,|=|[-2 (15)
0 2 -4)lu,) (-1

RieSenie ststavy 3 x 3 je ve'mi jednoduché, otdzna
je vSak presnost’ dosiahnutych vysledkov. Ako ju
mozno zlep§it’ a v ¢om su hranice vylepSovania by
malo byt na zdklade tohto ¢lanku viac-menej jasne
definované. Postupnym zjemifiovanim siete narasta
pocet uzlov a tym aj rozmer matice zo vztahu (15),
naprieck tomu je do urlitych rozmerov presné
rieSenie  systému (napr. Gaussova elimina¢nd
metéda) dostupné.

5. ZAVER

Vramci predstavovania troch najbeZnejSich metdd
sme poukdzali na moZnosti implementicie
kone¢nych diferencii do systému rieSenia uloh
charakterizovanych  diferencidlnymi  rovnicami.
Vyhody respektive nevyhody takéhoto postupu sa
daju sumarizovat’ nasledovne:

+ jednoduchd diskretizacnd schéma,
+ Struktira matice s mnoZzstvom nulovych prvkov,
+ jednoducha aplikdcia okrajovych podmienok,

- zanedbanie zvySku O(h4),
- nutnost pouzitia pravidelnej diskretizacnej
schémy,

- bez podpory adaptivneho sietovania.
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